KonsStitutivne rovnice

ZovSeobecneny Hookeov zakon

Vyjadruje vzajomny vzt'ah v bodoch telesa medzi tenzormi napitia T a deforméciou &ij
Vyjadrenie Hookeovho zakona v inZinierskej pruznosti a pevnosti materialu

a) Jednoosa napitost’:

Cisty tah - tlak: o, =Eg, E - Youngov modul pruznosti
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Cisty $myk (strih): T,= G Y, G- modul pruznosti v Smyku

b) Rovinna napétost’:
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Tenzorovy tvar zovSeobecneného Hookeovho zakona v mechanike
kontinua:

Tij = Cijklgkl

Cij je tenzor 4. radu, ma 3* =81 materidlovych konitant a nazyva sa: Tenzor pruznosti.

Vyjadruje, ze kazdd zlozka napétia v hmotnom bode telesa je funkciou vSetkych zloziek
pretvorenia (deformaécie).

Opisuje chovanie troch skupin materialov:
- hookeovské pruzné teleso
- neviskozna kvapalina (tuhost’ v Smyku je nulova)

- Newtonovska viskdzna tekutina (ma tuhost’ v Smyku zavisli na viskozite tekutiny)

Hookeovské pruzné teleso
- pevné deformovatel'né teleso teleso s objemom V a povrchom S
- vzt'ah medzi napétim a deforméaciou je linearny

- vonkajsie objemové a plosné sily konaju na posunuti ich poésobisk vonkajsiu pracu W



-dosledkom pruznej deformacie sa vo vnutri telesa akumuluje deformacna energia U
- podla zakona zachovania energie : W=U [J, Nm]

Pretoze deformacia telesa je nehomogénna, aj rozlozenie deformacnej energie je
nchomogénne. Preto sa zavadza pojem pomerna energia deformacie, resp. hustota
deformacnej energie dU. Predstavuje energiu v danom bode telesa vztahovani na jednotku
objemu telesa [J/m°].

Za predpokladu adiabatickej deformacie (bez vymeny tepla z okolim), musi sa deformacna
praca v bode telesa rovnat” hustote deformacnej energie v danom bode d\W:

dW:dWB+dWS:d[J‘Udvjz.f(dU)dV
\ \

Deformacna praca objemovych sil je:
dW, =d (j KiuidV] = [KidudV = [[[(K,du, +K,du, + K du_)dV
Vv v v
Deformacna praca plosnych sil je:

dWS_d(hj'iuidSJ deuds jr,, jdu;ds = j (7jidu; )V = j(—du +7j aa du; )dV
S J

pricom Ti =7V Je vektor napétia na ploske s vonkajSou normalou v; a plosny integral bol

Gausovou vetou ucelovo premeneny na objemovy.
Potom energeticka rovnica rovnovahy je:
ot
[l Ki+—L dudV+ 9 (du,)av = [(du )dv
X

v aXJ ] \

Ak platia diferencialne rovnice rovnovahy, potom prvy integral na l'avej strane tejto rovnice je
rovny nule. Potom plati:

[75d edv = [(du )V

\ \

pricom —(du;)=d| — |=d g; a €=U, ; = &; + @ je gradient posunutia.



Z rovnosti integralov vyplyva rovnost’ integrantov a vylucenim tuhej rotacie 5 (stcin

symetrického a antisymetrického tenzora je rovny nule) dostaneme:

U _U(s)
TN T e T ey
ij
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Z tejto uvahy vyplyva, ze ak poznadme rozlozenie deformacnej energie, potom jeho derivaciou
podrla tenzora deformécie mozno urcit’ tenzor napétia v prisluSnom hmotnom bode vzhl’'adom
na vztazny suradnicovy systém.
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Zovseobecneny Hookeov v tenzorovom tvare

Tenzor pruznosti méa vo vieobecnosti 3* = 81 materidlovych konstant pruznosti. Takyto
material je matematickou abstrakciou virtudlneho materidlu. V skuto¢nosti moézu byt’ niektoré
jeho zlozky nulové alebo rovnaké. Pri natoceni suradnicového systému sa transformuje podl'a
zakona:

[
ikl = BiojpQr &4sC

oprs

Plati, Ze kazda zloZka tenzora napitia v danom bode je funkciou vSetkych deviatich zloziek
tenzora deformécie v tom istom bode vztahované na ten isty vzt'azny suradnicovy systém.
Napr.:

711 = Crén = Cruéy + Crnéa +Crugéy =

Ci111611 + Cripp61p + Crygaéis +

Cr101801 + Cr10p82 + Crinaéins +

Crim&a1 + Crigby + Crizéas
Zo symetrie tenzora napitia vyplyva ze:

Tij :Cijklgkl =T :Cjiklgkl

Cize: Cijkl =C jiki - Tesp. Ciou =Coua+Cosit =CaoCapq =Clay » tenzor pruznosti je

symetricky vzh’'adom na prvé dva indexy.



Vzhl'adom na symetriu tenzora deformacie musi byt tenzor pruznosti symetricky aj na druhé
dva indexy:

Cijkl = Cijlk

Plati teda: Gy =Cjiq =Cjq =Cypy - Potom napr.: Gy, =Cjjpy o Cyjps =Cigy

C12k| = C12|k yeees atd’. Potom napr.

71 = Cponé = Cranény +Ciop&g + Crog & =
Cio11811 + Ciopérp + Cropaéis +
Clo1€2 + Cronéay + Cronaéng +

Ci31831 + Crogp€3p + Ciozaéns =

Cio11811 + Ciopny + Crogaéas + 2(C1212‘912 +Clopéps + C1231531) =Ty

Podobne mozno vyjadrit’ ostatné zlozky tenzora napétia, ¢im sa pocet nezavislych konstant
pruznosti znizi z 81 na 36.

Dalsie zniZenie poltu nezavislych konstant tenzora pruZnosti vyplynie z predpokladu
existencie funkcie hustoty deformacnej energie. Plati, ze

ouU
—— =733 =Cpy1811 + Cpypéoy +.. + Cpyppéay
o0&y
ouU
EYS =Ty =Cp11811 + Coppy +..+ Copapiay
22

Odtial’ po druhych parcidlnych derivaciach plynie:
oU oJ

= C1122 -2 A C2211

08,05, 085,081,

Podobne dostaneme rovnosti:
C1331 = C31131 C]_22]_ = C2112 . atd’.
VSeobecne plati:

o'U
P Cijkl = Cklij
0&;;08,
Coze, tenzor pruznosti je symetricky aj vzhladom na dvojice indexov ij a kl. Tym sa pocet
nezavislych konstant tenzora pruznosti znizi na 21. Tieto konsStanty popisuji pruzné vlastnosti
v okoli daného hmotného bodu (elementdrneho hranola). Vo vSeobecnosti moézu byt



funkciami polohy daného hmotného bodu (jeho suradnic). Pri kone¢nych pruznych
deformaciach je nutné rozliSovat medzi deformovanou a nedeformovanou konfiguraciou
telesa. To znamena, Ze tenzor pruznosti treba transformovat’ do novej konfiguracie pomocou
transformacného pravidla tenzorov 4. radu. Avsak vo vécSine pripadov sa pristupuje ku
tomuto faktu dogmaticky a tenzor pruznosti sa tejto transformdcii nepodrobuje. Taktiez sa
predpokladd homogénnost’ materidlovych vlastnosti. Avsak pri kompozitnych materialov
moze nastat’ premenlivost’ materidlovych vlastnosti tak polohova ako aj smerova. Podmienky
homogénnosti pruznosti vSak plne vyhovuju len v teérii malych pruznych deformaécii.

Hore uvedenych 21 konstant pruznosti sa zvyknll oznacovat’ aj dvojindexovymi symbolmi v
tvare Ay, ij=123,...6.

711 = Créa = Crnén +Crupéy +Crugiéy =
Ci111611 + Crap€1p + Crprgéis +
Cri1621 + Cr12062p + Crangéns +
Ci131631 + Cr1g0630 + Crygaéas =

Cra11 611+ Crinp8p +Cy33 633 +2C 105 &1 +2C 153853 +2C 13 &3 =
—— — — —— —— ——

A1 A2 A3 , . , N )

Ay A5 Aep
A1&11 + Aoy + Agéag + 2A 4815 + 25603 + 2 A5

Maticovy tvar Hokeovho zakona potom je:
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Alebo tiez pomocou zloziek Cy, :
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Z existencie funkcie deformacnej energie mozno dokazat’ (tak ako bolo ukazané vyssie), Ze

matica Aﬁj , ktord nie je tenzorom napriek jej indexovanému zdpisu, je symetrickd, cCize
Aﬁj = Aji'

Inverzny vzt’ah Hookeovho zakona
Formalne mozno Hookeov zakon vyjadrit’ v inverznom tvare:

&jj = SijkITkI

Tenzor 4. radu, Sijkl , sa nazyva komplian¢ny tenzor pruznosti. Po podobnej tiprave ako bola

vykonana pri Hookeovom zdkone, je mozné jeho inverzny vztah vyjadrit pomocou
symetrickej matice o rozmere 6x6:

(e | | S Sue Sus Sure Sy Sps | [ 1, ]
Exp S 011 : : ' ' Spm | | T2
£ _ T33
£ 27y,
£y 27

L8l | Sy, ' ' - S o

Symetria pruznosti

Pocet nezavislych zloziek tenzora pruznosti mozno d’alej znizit' tak, aby platili pre bezné
technické materialy.

Uvazujme existenciu tenzora pruznosti Cijkl v bode telesa vzhl'adom na vzt'azny suradnicovy

systém X; . Po natoCeni vztaZzné¢ho stradnicového systému dostaneme novy stradnicovy
systém X'j podla transformac¢ného vzt'ahu X'j =a;X s transformacnou maticou a ji - Zlozky

tenzora pruznosti v nato¢enom stradnicovom systéme su:

’ —
Coprs = 20185 Cijig

Elastické vlastnosti sa vyznacuju uréitou symetricnostou, CiZze aj invariantnostou voci
uréitému sposobu nato€enia vztazného stradnicového systému. Toto sa prejavi d’alSim
zniZzenim poctu nezavislych konstant pruznosti.

Zname su nasledovné typy symetrie:

a) symetria vzh'adom na jednu rovinu (monoklinicky material);



b) symetria na dve navzajom kolmé roviny (ortotropicky matrial)
¢) rota¢na symetria vzh'adom na jednu os (anizotropicky material)

d) rota¢na symetria vzh’'adom na dve navzajom kolmé osi (izotropicky material)

a) Symetria vzhl'adom na jednu rovinu

Monoklinicky material charakterizuje 13 nezavislych konstant pruznosti. Transformacia
vztazn¢ho suradnicového systému X; do systému Xi' je znazornena na obrazku. Rovinou
symetrie je rovina X, — X, resp. X, —X;.

A
X3

v X
Il
.

rovina symetrie

!

14
X, = X5 X3

Ak ma platit’ podmienka symetrie, konStanty pruznosti by mali byt invariantne voci tejto
transformécii. Cize, Ci'jk| = Cijkl - Transformacna matica @;; predstavuje kosinusy uhlov

medzi natogenymi a povodnymi osami siradnicového systému:
cos(x;, X; ) =ay; =(1,0,0)

cos(X},X; ) =a,; =(0,1,0)

cos (X4, X; ) =2, =(0.07)

Z transformacného zékona tenzora pruznosti mame:

1111 = 858 8sCpgrs = A11801811811C1111 +81581584581,C 00 + -+ 8181,813813C 33

Konstanty &;; = Oprei# j,a a;; =1pre i = j, takze nakoniec dostaneme

!

1111 — C1111

¢o podmienke symetrie (invariantnosti) vyhovuje.


Justín Murín
Lístok s poznámkou
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Podobnym postupom by sme mali dostat’ rovnost’ C1’123 = ),y 85,55 =C 53, aviak v

skuto¢nosti dostaneme C{,3 =—C;,3. Preto musi platit: C;,3 =0.

Pre monoklinicky material sa matica pruznosti zredukuje do tvaru

C
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a komplian¢na matica je

Ako vidiet’ z tychto vzt'ahov, normalové napitia su funkciou nielen normélovych ale aj
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Smykovej deformacie, a normalové deformécie su funkciou nielen normalovych, ale aj

Smykového napitia.

a) Symetria vzhl'adom na dve ortogonalne roviny

Predpokladajme nasledovnu transformaciu stradnicového systému:

X3

<4 ----

rovina X; — X,

rovina X, — Xs




Pocet nezavislych konstant sa zmeni z 13 na 9 a takyto materidl sa nazyva ortotropicky. Napr.
kompozit pozostavajici z matrice a vyplneny symetricky orientovanymi vlaknami rovnake;j
velkosti.

kN _C1111 C1112 Ciua 0 0 o |r &y |
T2 C2211 Crze Coos 0 0 0 €2
33 | _|Caanr Cazpp Caggg O 0 0 €33
ol | 0 0 0 Cu, 0 0 |2
723 0 0 0 0 Cuy O 2853
P31 ] L 0 0 0 0 0 C3131_ _2‘931_

& | S1111 S1112 St 0 0 0 T
€22 52211 Spzo Sy 0 0 0 T2
3 |_| Saar Szss Sazsz 0 0 0 fa3
& | 0 0 0 S,, 0 0 ||2nm
&2 0 0 0 0 Sy; O 2Ty,

%31 ] L 0 0 0 0 0 S3131_ L 2731 i

Ako vidiet, normalové napitia spdsobujli len normalové pretvorenia a Smykové napétia tvoria
len pomerné skosenia. Plati to v§ak len v stiradnicovom systéme na ktory je definovana aj
symetria materialovych vlastnosti.

¢) Rota¢na symetria vzh'adom na jednu os

Takyto materidl sa nazyva anizotropickym a ma 5 nezavislych konstant. Nech osou symetrie
je X3 =X3.

!

X3 = X3 napr. drevo

/
/
/

Xl o /I
"
¥ X

Hookeov zakon ma tvar (nezavislé Cleny st v Specialnych zatvorkach):



Analogicky dostaneme aj jeho inverzny tvar s komplianénou maticou:

(&, | _{81111} {81122} {1133} 0 0
99 81122 Sii11 Si133 0 0
Eg3 S1133 Sirzs {Sssss} 0 0
| | 0 0 0 %(31111 —Si120) 0
= 0 0 0 0 {Sia1s}

| €31 | 0 0 0 0 0

d) rotacna symetria na dve navzajom kolmé osi

I 11 | _{Cllll} {C1122} {C1133} 0
Ty C1212 Cun Ciis3 0 0
Tas Chas  Cuss  {Cagas} 0 0
f12 0 0 0 %(Cllll ~Ciip) 0
= 0 0 0 0 {Ciass}
| 731 | 0 0 0 0 0

0
0

C1313 _

0
0

Sl313 |

Takyto material sa nazyva izotropickym a je charakterizovany dvomi nezavislymi zlozkami

tenzora napétia.

Z podmienok symetrie dostaneme oproti predchadzajucemu pripadu este rovnosti:

1

E(Cllll B C1122 )

C3333 = C1111

C1313 =

C1133 = C1122

Matica pruznosti ma potom tvar:




Cllll C1122 C1122 0 0 0 W
—A+2u =2 )
C1122 C:1111 C1122 0 0 0
= =A+2u =
C C C
1122 1122 1111 0 0 0
1
O 0 0 E(Cllll - C1122 ) 0 0
= u
1
O O 0 O E(Cllll - C1122 ) 0
=
1
O O 0 O O E(Cllll - C1122)
i =H ]
1

Cleny A a g nazyvame Lamého konstanty. Ich fyzikalny vyznam ukazeme neskor.

Inverzny tvar Hookeovho zadkona ma tvar:

_511_ 81122 Sunn Suz 0 0 0 i 11 T
) S1122 Sizs Sun 0 0 0 T
& 1 T
3= 0 0 0 5(81111 = Sy12) 0 0 |3
&0 . 27,
€23 0 0 0 0 > (S1111 = S1122) 0 2725
| €31 1 B 274 i
0 0 0 0 0 E (S1111 = S1120)

Hookeov zakon izotropického materidlu vyjadreny pomocou Lamého konstant ma tvar:


Justín Murín
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o, | [A+2u A A 0 0 0] ¢, |
Ty A A+2u A 0 0 0] &xp
| | A A A+2u4 0 0 0] &g
1 0 0 0 u 0 0]]2¢,
Tys 0 0 0 0 u 0] ]2y,

7| | O 0 0 0 0 pu] |2y

Ako sa ukdze, tento zdkon mozno vyjadrit’ v tenzorovom tvare:
Tij = 2,u€ij + /lé‘ijgnn
Potom napr.:
Ty =248 + A0y (811 + Exp + E33) = 21+ A&y + &y + £33)
Inverzny vzt'ah Hookeovho zdkona dostaneme v tvare:

—A 1
&j =0y T T 57
2y(3/1+ 2,u) 2u

Z0Zenim tenzora malych pretvoreni mame:

1 31
&ii :ZTii ok

pri¢om sme pouzili §;; = 3. Premenovanim s¢itacieho indexu i na n dostaneme:

1 31 Ton

E=—Tg —— &gy = ———
nn 21 nn 24 nn 2u+3

Ak dosadime &, do &ija jeho dosadenim do Tji dostaneme horeuvedeny Hookeov zdkon v

tenzorovom tvare

ij€nn
ktory musi platit’ pre jednoosovi, rovinnu i priestorova napétost’.

Teraz mozno urCit’ fyzikalny vyznam Lamého konsStant. Uvazujme pripad jednoosovej

napitosti, t.j. len 7;; # 0. Jednoosova napitost’ spdsobuje pomerné predizenie v smere osi X

7. . v . L . .
&= %a pomerné skratenie £,y = E33 = —Efll. E je modul pruznosti a v je Poissonove

¢islo.


Justín Murín
Lístok s poznámkou
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Z inverzného Hookeovho zakona mame:

1 A T
&1 = 1- 0y =
2u 21+ 34 E

Odtial’ po tprave mame vzt'ah medzi modulom pruznosti a Lamého konstantami.:

B ,u(2,u+3/l)
- U+ A

E

Pre pomerné skratenie mame:

£, =— A -_Y:
#° 2u(2u+31) EM

Odtial

AE
V=
2,u(2,u+3/1)

Dosadenim za modul pruznosti E méme vztah medzi Poissonovym c¢islom a Lamého
konstantami:

A
2(/”t+,u)

RieSenim rovnic pre E a v moZzno dostat’ inverzné vztahy medzi Lamého konStantami a

inZinierskymi mierkami pruZnosti:

vE E

1rv)a-2v) " 2@+)

kde Lamého konstanta A je totozna s modulom pruznosti v $myku G.

Dosadenim do Hookeovho zdkona a do jeho inverzného vztahu dostaneme ich tenzorové
vyjadrenie pomocou inzinierskych mierok pruznosti E a v , ktoré sa ziskajl
experimentalnymi skuskami.

Cize:

E vE
7y = G = 1+v T (1+v)(1-2v) %

gnn

& = é[(1+ V)T — Ué}jrkk]



Tabul'ka vzajomnej zavislosti medzi inzinierskymi mierkami pruZnosti a Lamého konStantami

Konstanty Zakladna dvojica
A u=G E,v
A A vE
(1+ v)(l— 2\/)
u=0G u,G
2(1+ )
E ,u(3/1+ 2,u) E
A+ u
1% A 1%
2(2. +y)

Hookeov zakon pre neviskdéznu kvapalinu

Je to takd kvapalina, pre ktorii je tenzor napétia izotropicky (nezavisly od transformadcie
vzt'azného stradnicového systému):
— , —
Tij =Tjj =—PJ;

kde p je tlak vo vsetkych smeroch rovnaky (skalarna veli¢ina). V maticovom vyjadreni:

-p 0 O
(7)=| 0 —p O
0O 0 -p

Pre idealny plyn je tlak p v vzt'ahovany v stavovej rovnici na merny objem V a absolitnu
teplotu T:

pV:RT,p:ﬂ:pRT
v

pricom p je merna hmotnost' (hustota latky kg/m® a R je plynové konstanta J/kgK. ak je
kvapalina nestlacitel'na, potom mernd hmotnost’ je konstantnd. Pri plynoch je p = p( p) a

vtedy treba prihliadat’ aj na stavovl rovnicu. Napriklad, vodu a vzduch mozno povazovat za
neviskdznu tekutinu (mé nulovu tuhost’ vo¢i Smyku) - ¢ize takato tekutina nekladie odpor voci
zmene tvaru. Na druhej strane, voda méa nekonecne vel'ky odpor voci zmene objemu, avsak
vzduch je stlacitel'ny.




Nenewtonowské viskozne tekutiny

Je to viskézna tekutina pre ktord je Smykové napédtie funkciou rychlosti deformacie.
Konstitutivny vztah ma tvar:

7ij =—PJ; + DyjaVi

kde V,, je tenzor rychlosti deformacie (bodka oznaduje derivaciu podl'a asu):
1,. : :
Vg = E(uk,l U ) =&y

a Dijkl je tenzorom 4-tého radu. Vo vicsine pripadov sa povaZuje za izotropicky tenzor, takze

je ho mozné vyjadrit’ pomocou nezavislych konstant 4 a 1 :
Dijq = 46,04 + ﬂ<5ik5j| — 0y )5jk
Potom Hookeov zékon m4 tvar
Tij =—PJj; + AV Gy + 21V
Zizenim tenzora Tj dostaneme
T =3P+ (3 + 24V

Pretoze 7y, = 7;; + Ty, + T45 j€ veli€ina invariantnd a je nezavisla aj od rychlosti deformacie.

T 2
Jezrejmé, ze P = % , éo mé anasledok 34 +2=0 aodtial' 4 = 3 M . Na zéklade toho

mozno Hookeov zdkon vyjadrit’ pomocou jedinej nezavislej materidlovej veliCiny g :

2

Tato rovnica sa nazyva Stokesovou rovnicou a tekutina, ktora ju spiia sa nazyva Stokesovou
tekutinou. Konstanta 4 sa nazyva koeficientom viskozity. Ak 1 =0, potom dostdvame

rovnicu neviskéznej tekutiny zj; =—Po;

Ak je nutné pri skimanych javoch zahrnat’ vplyv teploty, Hookeov zékon je nutné upravit’ do
Duhamel-Newtonovho tvaru.





